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2 夏の補講

1. 図のように水平と角度 θ (> 0)をなす斜面上の原点 Oから，斜面と角度 αをなす方向に初速 v0 で

質量 mの小球を投射した．原点から斜面に沿って上向きに x軸を，斜面から垂直上向きに y 軸をとる．

斜面はなめらかで十分に長く，小球と斜面とのはね返り係数は e (0 < e < 1)とする．重力加速度の大き

さを g とし，空気抵抗は無視する．また，角度 θ と αは 0 < θ + α <
π

2
の関係を満たすものとする．

小球を投射した時刻を t = 0とし，小球が斜面に衝突するまでの運動について考える．

(1) 　小球にはたらく重力の x成分，y 成分を示せ．

(2) 　時刻 tにおける小球の速度の x成分，y 成分を示せ．

(3) 　時刻 tにおける小球の位置の x座標，y 座標を示せ．

(4) 　小球と斜面が衝突する時刻を求めよ．

(5) 　小球と斜面が衝突する点の原点 Oからの距離 ℓを求めよ．

(6) 　距離 ℓが最大となる角度 αと，そのときの距離 ℓmax を求めよ．

小球が斜面に対して垂直に衝突した場合について考える．

(7) 　角度 αと θ の関係式を求めよ．

(8) 　小球が衝突する直前の速さ v1 を θ を用いて表せ．

原点から投射した小球が斜面と垂直に 1 回目の衝突をしたあと，斜面上をバウンドしながら運動を続

けた．

以下では解答に v1 を用いてよい．

(9) 　 1回目の衝突から 2回目に衝突するまでの時間を求めよ．

(10) 　 1回目の衝突からバウンドが収まるまでの時間を求めよ．

〔2018年横浜市立大学，重問 6対応〕
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Day1 予習問題 3

2. 長さ l，面積 S，密度 ρの一様な細長い円柱状の棒が密度 ρ0 (> ρ)の液体に浮かべてある．この棒

の一端の面の中心 A に糸をつけ，鉛直上向きに糸をゆっくり引き上げていく．重力加速度の大きさを g

とし，糸の質量は無視できるものとして，以下の問に答えよ．

(1) 　棒にはたらく重力の大きさはいくらか．

(2) 　図のように液面から点 Aまでの高さが hになったとき，棒は液面と θ の角度をなしていた．こ

のとき，

ア 　棒にはたらく重力の作用線と点 Aとの水平距離はいくらか．

イ 　棒の中心線が液体中にある部分の長さを l0 とすると，液体から受ける浮力の大きさはいく

らか．S，ρ0，l0，g で表せ．

ウ 　長さ l0 を l，h，θ で表せ．

エ 　点 Aまわりの力のモーメントのつり合いの式を書け．

オ 　前問ウ，エの式から sin θ を求め，l，h，ρ，ρ0 で表せ．

(3) 　さらに糸をゆっくり引き上げると，θ が 90◦ になった．その瞬間の液面から点 Aまでの高さを

l，ρ，ρ0 で表せ．

〔2010年名城大学，重問 17対応〕
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4 夏の補講

■略解

1. 等加速度運動の時間追跡

(1) (mg⃗)x = −mg sin θ , (mg⃗)y = −mg cos θ

(2)

 vx = v0 cosα− g sin θt ,

vy = v0 sinα− g cos θt

(3)


x = v0 cosαt−

1

2
g sin θt ,

y = v0 sinαt−
1

2
g cos θt

(4)
2v0
g

sinα

cos θ

(5)
2v0

2

g

sinα cos (θ + α)

g cos2 θ

(6) α =
π

4
− θ

2
, ℓmax =

v0
2

g(1 + sin θ)
(7) 2 tan θ tanα = 1

(8)
1√

1 + 4 tan2 θ
v0

(9) e
2v1

g cos θ

(10)
e

1− e

2v1
g cos θ

2. 剛体のつりあい

(1) ρSlg

(2) ア：
1

2
l cos θ 　イ：ρ0Sl0g 　ウ：l − h

sin θ

エ：0 =
l

2
ρSlg cos θ−

(
l − l0

2

)
ρ0Sl0g cos θ

オ：
h

l

√
ρ0

ρ0 − ρ

(3) l

√
1− ρ0

ρ
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6 夏の補講

1. 等加速度運動の時間追跡
【メモ】

・ほとんどが等加速度運動の時間追跡．等加速度運動はエネルギーで論じることもできるが，今回は時刻

tを問われているため時間追跡的解法を選択する．等加速度運動の公式は以下 2式を押さえれば十分*1． x(t) = x(0) + v(0)t+
1

2
at2 ,

v(t) = v(0) + at .

・後半 2問は衝突の要素を含む．

【解答】

(1) 　重力を x軸，y 軸に沿って分解すれば，

mg⃗ =

(
−mg sin θ

−mg cos θ

)
:::::::::::::

.

(2) 　運動方程式より物体の加速度の x成分 ax，および y 成分 ay はそれぞれ，{
max = −mg sin θ ,

may = −mg cos θ
∴
{

ax = −g sin θ ,

ay = −g cos θ

と定数値を取るので，「等加速度運動の公式」より， vx = v0 cosα− g sin θ
::::::::::::::

t ,

vy = v0 sinα− g cos θt
::::::::::::::

.

(3) 　前問同様に公式より，
x = v0 cosαt−

1

2
g sin θt

:::::::::::::::::

,

y = v0 sinαt−
1

2
g cos θt

:::::::::::::::::

.

(4) 　 y = 0を解いて*2，

v0 sinαt−
1

2
g cos θt = 0 ∴ t = 0 ,

2v0 sinα

g cos θ
.

t > 0より，

t =
2v0 sinα

g cos θ
:::::::

.

*1 加速度 a が t のべき乗で書ける場合，単純に積分すれば（これもれっきとした微分方程式を解く操作である）その場合の速

度 v と位置 xの公式を導出できる．
*2 x = ℓは考えてはいけない．ℓは次の設問の解答である．
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(5) 　 t =
2v0 sinα

g cos θ
を xへ代入して，

ℓ = v0 cosα
2v0 sinα

g cos θ
− 1

2
g sin θ

(
2v0 sinα

g cos θ

)2

=
2v0

2

g
sinα

cos θ cosα− sin θ sinα

cos2 θ

=
2v0

2

g

sinα cos (θ + α)

cos2 θ
::::::::::::::::::

.

(6) 　分子の αを含む因子は

sinα cos (θ + α) =
1

2
{sin(α+ (θ + α)) + sin(α− (θ + α))} =

1

2
{sin(2α+ θ)− sin θ}

と変形できるので ℓは

ℓ =
v0

2

g

sin(2α+ θ)− sin θ

cos2 θ

と書き直せる．よって，sin (2α+ θ) = 1となるとき最大で，

ℓmax =
v0

2

g

1− sin θ

cos2 θ
=

v0
2

g

1− sin θ

(1− sin θ)(1 + sin θ)
=

v0
2

g(1 + sin θ)
::::::::::

.

このとき，

sin (2α+ θ) = 1

2α+ θ =
π

2
∴ α =

π

4
− θ

2
:::::

.

(7) 　 t =
2v0 sinα

g cos θ
で vx = 0であればよいので，

v0 cosα− g sin θ
2v0 sinα

g cos θ
= 0 ∴ 2 tan θ tanα = 1

::::::::::::::
.

(8) 　 t =
2v0 sinα

g cos θ
での速さは，

v1 =

√
02 +

(
v0 sinα− g cos θ

2v0 sinα

g cos θ

)2

= v0 sinα = v0

√
tan2 α

1 + tan2 α

=
1√

4 tan2 θ + 1
v0

:::::::::::::

.

(9) 　はね返り係数の式から衝突直後の小球の速度の y 成分 v′1 は，

v′1 − 0 = −e(−v1 − 0) = ev1

ýhttps://koremura.net/
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8 夏の補講

である．よって，この時刻を τ = 0とするような時刻を改めて定義すれば次の衝突までの小球の位

置は，
x = −1

2
g sin θτ2 ,

y = ev1τ − 1

2
g cos θτ2

と書ける．1回目の衝突から 2回目の衝突までの時間間隔は y = 0を解いて，

ev1τ − 1

2
g cos θτ2 = 0 ∴ τ =

ev1
g cos θ
:::::

.

なお，τ > 0より τ = 0は不適である．

(10) 　 n回目の衝突から n + 1回目の衝突までの間を考える．n回目の衝突直前の小球の速度の y 成

分を −vn (< 0)とすると，衝突直後の速度の y 成分は，

v′n − 0 = −e(−vn − 0) = evn

となり，n回目の衝突時刻を τ = 0とするような時刻を改めて定義すれば次の衝突までの小球の位

置，速度の y 成分はそれぞれ， y = evnτ − 1

2
g cos θτ2 ,

vy = evn − g cos θτ

と書ける．すると，n+ 1回目の衝突時刻は y = 0を解けば τ =
2evn
g cos θ

と求まり，このときの速

度の y 成分が vy = −evn とわかる．すなわち，n + 1 回目の衝突直前の速度の y 成分 −vn+1 は

−vn+1 = −evn は漸化式を満たすので，

vn = evn−1 = e2vn−2 = · · · = en−1v1

を得る．よって，n回目の衝突から n+ 1回目の衝突までの小球の y 座標は，

y = env1τ − 1

2
g cos θτ2

となり，n回目の衝突から n + 1回目の衝突の時間間隔は y = 0を解いて τ =
2env1
g cos θ

と求まる．

以上から，1回目の衝突から n回目までの衝突までの時間 Tn は，

Tn =

n∑
k=1

2ekv1
g cos θ

=
e(1− en)

1− e

2v1
g cos θ

と表され，n → ∞では 0 < e < 1に留意して，

T = lim
n→∞

e(1− en)

1− e

2v1
g cos θ

=
e

1− e

2v1
g cos θ

::::::::::

.
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2. 剛体のつりあい
【メモ】

・剛体のつりあいの定石は以下 2式連立．{
力のつりあい

任意の点まわりの力のモーメントのつりあい

・以上の立式に加え，問題の条件としてつりあいが敗れる瞬間を考えることがしばしば．

【解答】

(1) 　密度の定義より質量は ρSlと表せるから，重力の大きさ（重さ）は，

W = mg = ρSlg
::::

.

(2) ア 　図より
1

2
l cos θ

::::::

．

イ 　公式より ρ0Sl0g
:::::

．

ウ 　図の水面からはみ出ている棒と液面で形成される三角形に注目して，

h

l − l0
= sin θ ∴ l0 = l − h

sin θ
:::::::

.

エ 　点 Aまわりの力のモーメントのつりあいは浮力の作用点が元あった流体の質量中心である

ことに留意して，

0 =
l

2
ρSlg cos θ −

(
l − l0

2

)
ρ0Sl0g cos θ

::::::::::::::::::::::::::::::::::

.

オ 　力のモーメントのつりあいより*3，

l

2
ρSlg cos θ −

(
l − l0

2

)
ρ0Sl0g cos θ = 0

l0
2 − 2ll0 +

ρ

ρ0
l2 = 0 ∴ l0 = l

(
1±

√
1− ρ

ρ0

)
を得て，l0 < lより，

l0 = l

(
1−

√
1− ρ

ρ0

)
と求まる．ここで，エの結果を用いて，

l

(
1−

√
1− ρ

ρ0

)
= l − h

sin θ
∴ sin θ =

h

l

√
ρ0

ρ0 − ρ
:::::::::

.

*3 力のつりあいからは張力の大きさが求まる．今回は問われていない．
ýhttps://koremura.net/
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10 夏の補講

(3) 　前問の結果に θ =
π

2
を代入して，

h = l

√
1− ρ

ρ0
::::::::

.
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